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Résumé : 
 
On propose un modèle mathématique permettant une description des instabilités de l’écoulement d’un 
film mince de fluide visqueux sur une paroi chauffée et inclinée d’un angle θ  par rapport à l’horizontale. 
La méthode de calcul combine la technique des résidus pondérés dans la direction normale au film à un 
développement en gradient des champs de vitesse et de température. Le modèle est un système 
d’équations différentielle décrivant l’évolution spatio-temporelle de l’épaisseur h du film, du débit local 
q et de la température à l’interface t . 
 
Abstract : 
 
We propose a model enabling a description of instablities of a thin viscous liquid film falling down a 
heated plate. The method combines a gradient expansion of the velocity and temperature fields to a 
weighted residual method in the direction normal to the plane. The model is a system of coupled evolution 
equations for the local film thickness h, the local flow rate q and the surface température t.   
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1 Introduction 
 
Les écoulements par gravité de films liquides apparaissent dans de nombreux phénomènes 
naturels (ruissellement des eaux superficielles,  écoulement de la lave volcanique ...) mais aussi 
dans les procédés industriels (réacteurs chimiques, évaporateurs, condenseurs...) et de 
revêtement (fibres optiques). Les instabilités qui s'y développent sont de deux types : une 
instabilité d'origine visqueuse (mode de cisaillement) insensible aux effets de la tension 
superficielle apparaissant à de faibles inclinaisons du plan et à des nombres de Reynolds élevés 
et une instabilité d'origine gravitaire (mode interfacial) dominée par la capillarité et se 
produisant à des nombres de Reynolds modérés. Les ondes qui en résultent ont une échelle de 
longueur beaucoup plus grande que l'épaisseur h du film. 
 
L’étude que nous allons présenter ici se situe dans la continuité des travaux de Ruyer-Quil 
et al. (2005) relatifs à la modélisation de l'écoulement d'un film mince sur une paroi chauffée. 
Les effets thermogravitaires seront dans notre cas pris en compte. Nous avons élaboré un 
modèle simple où les seules inconnues sont l'épaisseur du film h , le débit local q et la 
température à l'interface t . 
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2 Problème étudié 
 
On s'intéresse au comportement d'un film mince de fluide newtonien, visqueux et 
incompressible en écoulement sur une paroi chauffée et inclinée d'un angle θ  par rapport à 
l'horizontale. On suppose le problème plan, le repère de travail sera alors noté )(Oxy ,  y  étant 
porté par la normale (ascendante) au plan et x  dans la direction de l’écoulement. Cette situation 
est représentée sur la figure (1).  
Le système d'équations décrivant l'évolution de la vitesse  ),( vuv  , de la température  ),,( tyxT   
et de la pression  ),,( tyxp   du fluide est constitué par les équations de Navier-Stokes, de 
conservation de la masse et de l'énergie prises dans l'approximation de Boussinesq. 
Pour tenir compte de l’hypothèse de grande longueur d’onde, on introduit le paramètre 
1/ <<= LhNε où L est la longueur caractéristique suivant la direction x et Nh l’épaisseur du 
film non perturbé. Cela nous permettra de négliger les termes d’ordre supérieur à 2ε dans les 
équations du mouvement qui sous forme adimensionnelle s’écrivent :  
0vu yx =+ε                                                         (1) 
( ) ( ) yyxx2xyxt uuGrT13pvuuuuR +ε+−+−=++ε                            (2) 
( )GrT13vp0 yy2y −θε−ε+−= )cot(                                            (3) 
( ) yyxxyxt TTvTuTTR +=++ 2Pr εε                                    (4) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Conditions aux limites cinématiques : 
 Condition de non glissement à la paroi :    0vu
00
==                                                            (5) 
 
L'équation qui caractérise l'instabilité s'écrit comme suit : 
xhth
huhv +=                             (6) 
Conditions aux limites dynamiques : 
(7) 
 
 ( )
hxhxhxx
2
hy
TMaRvuh4u ε−−ε=                                         (8) 
Conditions aux limites thermiques : 
La température à la paroi :    1T
0
=                                                                                            (9) 
La loi de Newton s'écrit :  





−ε−−=
hxx
2
xh
2
hhy
ThhT
2
BiTBiT                                      (10) 
y 
x
z
hN
h(x,t) 
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FIG. 1 – Le problème géométriquement 
g  
( )
xxhyhxhyxh
RhWvvuhp 3222 22 εεεε −++−=
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Les nombres sans dimension Pr,,,, MaBiWR  sont respectivement les nombres de Reynolds, de 
Weber, de Biot, de Marangoni, et de Prandtl. Le nombre de Weber est relié à celui de 
Kapitza Ka par la relation 3/53 /3 RKaW = . Le nombre adimensionnel Gr rend compte de 
l’intensité des forces de thermogravité.   
Bien que d’ordre 3ε , la tension superficielle ne pourrait être négligée puisqu'elle détermine la 
bande de nombres d'ondes instables et assure la validité de l'hypothèse de faible évolution en 
temps et en espace. 
Les équations de Navier-Stokes et de conservation de l'énergie associées aux conditions aux 
limites admettent une solution stationnaire qui décrit un écoulement parallèle de film d'épaisseur 
constante où la viscosité compense exactement la gravité : 
( )
( )
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3 Le modèle intégral aux résidus pondérés 
 
L'équation (8) montre que 
hy
u est au minimum d'ordre ε , on peut alors réécrire (7) comme suit : 
xx
3
hy
2
h
RhWv2p ε−ε=                                                      (12) 
En intégrant (3) entre  y   et  h   avec l’aide de (12) et (1), on obtient : 
( ) TdyGr3uuhWRyhB3yxp h
yhxx
2
xx
3
∫θε−+ε−ε−−ε= )cot()(),(                   (13) 
En substituant (13) dans (2), on est conduit à : 
( ) 0cot3)(2)cot1(3 32 =++++−−−+ ∫ TdyGrhWRuuDt
DuRhGrTu
h
yxxxxhxxxxyy
θεεεεθε  
(14) 
En utilisant (6), on peut réécrire la condition d’incompressibilité sous la forme intégrale : 
0hq tx =+                                                              (15) 
où udyq h∫= 0 est le débit local. 
 
L’idée de départ d’une méthode de résidus pondérés est de développer la ou les fonctions 
recherchées, il s’agit ici en l’occurrence des champs de vitesse longitudinale et de température, 
sur une base tronquée à 1N +  fonctions polynomiales qu’on appelle fonctions tests, directement 
inspirées de celles décrivant l'écoulement de base. )(yf i  désignera celles du champ de vitesse 
et  )(yft i  celles du champs de température. 
)/(),(),,(
)/(),(),,(
1
0
1
0
hyfttxbtyxT
hyftxatyxu
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i
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=
+
=
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=
=
 
Les composantes scalaires ia  et ib  deviennent les inconnues du problème. Ruyer-Quil et al 
(2000) ont démontré que pour 1i ≥ , ces champs sont lentement variables en temps et en espace 
et n’apparaissent qu’avec la déformation de la surface libre.  
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Les fonctions de base  if  et  ift   sont choisies a priori en fonction de la connaissance qu'on 
pourrait avoir de la forme de la solution recherchée, dans le cas présent les conditions aux 
limites auxquelles elles sont assujetties.  
Les profils les plus simples vérifiant toutes les conditions aux limites s'écrivent : 

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où   
hx1
TMaRtxa −=),(  
Les choix possibles pour les fonctions de pondération sont nombreux. Pour la méthode aux 
résidus pondérés (celle de Galerkin) qu'on a choisi d'utiliser puisque ayant déjà fait ses preuves 
dans des études similaires (Amaouche et al (2005), Ruyer-Quil et al (2005)), les fonctions de 
pondération et les fonctions tests sont identiques.  
La projection de (14) et (4) sur les fonctions poids 2
2
0 2
1
h
y
h
yg −=  et 
Bih
Bihg t
+
−=
1
10  
respectivement s’écrivent : 
∫
0
h
uyy − RDuDt + 2
2uxx g0dy + 2ux |hx + 31 − GrT − Bhx2ux |hx + R3W− MaT|h hxxx
+3∫
y
h
Tdy ∫
0
h
g0dy = 0
                  
∫
0
h
PrRTt + uTx + vTy − 2Txx − Tyy gt0dy = 0
     
Les résidus (16) et (17) associés à la condition cinématique sous sa forme intégrale (15) 
formeront un système de trois équations couplées décrivant l'évolution spatio-temporelle de 
l'épaisseur h  du film, du débit local q  et de la température à l'interface .t   
 
4 Analyse de stabilité temporelle 
 
Le but de cette analyse est d’étudier la croissance temporelle de petites perturbations 
spatialement périodiques. Pratiquement, cela revient à introduire dans l’écoulement de base des 
perturbations de la forme )( ctxike −δ  où 1<<δ , le nombre d’onde k réel et la célérité c complexe. 
On ne gardera alors dans les équations d’évolution (16) et (17) que les termes du premier ordre 
enδ . La relation de dispersion 0BBiGrMackF =Pr),,,,,,(  déterminée à partir du système 
algébrique ainsi obtenu nous permettra après séparation des parties réelle et imaginaire de 
représenter les courbes de stabilité marginale lieu des points où 0c =)Im( . Les résultats obtenus 
dans le cas d’un écoulement sur un plan vertical ( 0cot =θ ) d’un fluide pour 
lequel 01015Pr , Ma=., Gr, Bi== =  , 10=Ka et 100 ont été représentés sur la figure (2). 
 
Nous remarquons que contrairement aux prédictions de l’équation de Benney (voir Scheid et al 
(2005)) et du modèle intégral aux résidus pondérés (MIRP) exposé dans la section 3, le modèle 
de Shkadov (Shkadov (1967))- qu’on a bien évidemment adapté à notre cas en introduisant les 
effets thermocapillaires et thermogravitaires- s’écarte dès le seuil de l’instabilité des résultats de 
la résolution numérique du problème aux valeurs propres d’Orr-Sommerfeld (OS). Par ailleurs, 
au-delà du seuil d’instabilité, la courbe de Benney diverge dangereusement alors que le modèle 
(16) 
(17) 
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FIG. 2 – Courbes de stabilité marginale : Comparaison entre les prédictions de 
différents modèles et des résultats de la résolution de l’équation d’Orr-Sommerfeld. 
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(MIRP) suit toujours aussi fidèlement la courbe de OS et ce jusqu’à  des nombre de Reynolds de 
l’ordre de la vingtaine pour 10=Ka  et de l’ordre de la centaine pour un Kapitza 100=Ka . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
5 Conclusions 
 
La stabilité de l’écoulement d’un film mince sur une paroi chauffée vis-à-vis de 
perturbations infinitésimales et périodiques en espace a été étudiée. Le modèle intégral aux 
résidus pondérés élaboré dans le cadre de la théorie des grandes ondes permet d’atteindre avec 
une bonne précision, les résultats obtenus par ailleurs par une résolution numérique directe de 
l’équation d’Orr Sommerfeld et ce jusqu’à des nombres de Reynolds de l'ordre de la centaine 
pour un Kapitza 100Ka = . 
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